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Ueber die Anziehung einer mit Masse belegten ab-
wickelbaren Flache auf einen materiellen Punkt.
' (Yon Herrn Mehler zu Fraustadt. )

Wenn ein materieller Punkt von jedem Elemente einer krummen
Oberfliche proportional einer Potenz der Entfernung und proportional der auf
dem Elemente vertheilten Masse angezogen wird, so lassen sich die Com-
ponenten der Gesammtanziehung, welche er erfiahrt, bekanntlich als die
partiellen Differentialquotienten ein und desselben Doppelintegrales darstellen.
In diesem Doppelintegrale ist keine der beiden Integrationen ausfiihrbar, so
lange iber die Natur der Fliche und die Art der Massenvertheilung nicht
besondere, einfache Vorausselzungen gelten. Der Zweck der folgenden Zeilen
ist, auf einen Fall aufmerksam zu machen, in welchem die Aufgabe fir eine
beliebige abwickelbare Flache sich auf Quadraturen- zuriickfihren lafst, und
die einfachen Resultate herzuleiten, welche daraus fir Kegelflichen und ins-
besondere fir den geraden Kegel sich ergeben.

Die rechtwinkligen Coordinaten &, 7, { eines Punktes der Wendungs-
curve der abwickelbaren Flache seien als Functionen einer Verinderlichen «
gegeben vermoge der Gleichungen: '

(1) §=9a, n=vye, L=jo,
und unter ¢ moge der Einfachheit wegen der Bogen der Curve, von einem
festen Punkte aus gerechnet, verstanden werden. Alsdann sind ¢'e, Yo, y'«
die Cosinus der Winkel, welche die Tangente im Punkte (§,7,C), nach der
Seite hin gezogen, nach welcher der Bogen wichst, mit den Coordinaten-
axen hildet, und man hat die Bedingungsgleichung:

R) (Yot @e)+EHe) =1,
und daher auch die folgende:
()  gegletyeyiatyoy’o = 0.
Tragt man auf irgend einer Tangente vom Berihrungspunkie aus eine Strecke
u ab, so werden die Coordinaten x, y, = des Endpunkies, der stets ein
Punkt der abwickelbaren Fldche ist, als Functionen von « und u bestimmt
durch die Gleichungen: ‘ :

B) xz=g¢atuge, y=vyatuype, z=jre-tuye.
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Léfst man hierin o den ganzen Bogen der Wendungscurve durchlaufen und «
alle moglichen positiven Werthe annehmen, so erhalt man nur die Punkte
auf dem einen von den beiden Theilen, in welche die abwickelbare Flache
durch die Wendungscurve getheilt wird. Will man auch den anderen Theil
der Fliche erschopfen, so mufs man die Strecke u auch auf den Richiungen
der Tangenten abtragen, welche mit den Axen Winkel bilden, deren Cosinus
respective = — ¢'a, — ¢'a, —y'e sind; oder man mufs in (3.) der Grofse
% auch alle Werthe von O bis — oo ertheilen.

Die abwickelbare Fliache sei so mit Masse belegt, dafs die Dichtigkeit
k fir verschiedene Punkte auf derselben Tangente der Entfernung vom Be-
rihrungspunkte umgekehrt proportional ist, wihrend sie von Tangente zu
Tangente sich noch stetig dndern kann. Dieses Geselz, das die Dichligkeit
befolgen soll, kann dargestellt werden durch die Formel:

. L
(4') k - i“ 9
worin fo eine beliebige Function von « und +u den absoluten Werth der
Entfernung bezeichnet. Die Kraft, mit welcher die Masseneinheit einen
materiellen Punkt in der Entfernung » anzieht, sei _—_—;p—- Es soll die An- .
ziehung eines Theiles der Fliache berechnet werden, der zwischen zwei, zu
den Bogen o, und ¢, gehorigen Tangenten enthalten ist.

Es seien @, b, ¢ die Coordinaten des angezogenen Punktes, 4, B, C
die Componenten der Anziehung, dw das Oberflichenelement fir den Punkt
(z,y,%), r die Entfernung der Punkte («, b, ¢) und (x,y, =), so dafs:

3) = @—af G-yt (c—2)
dann hat man fir 4 den Ausdruck:
6) 4= —fL*=%ru,

P r

und ganz éhnliche fir B und C. Setzt man: _
") T = 1 [kdo

p—I1 L0
so wird:
oT oT oT
®) A=, B=g, C=

und die Aufgabe besteht jetzt in der Bestimmung des Integrales 7. Fir das
Oberflichenelement ergiebt sich durch geometrische Betrachtungen oder mit
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Hilfe der bekannten Formel:
do =

i (G + G +CI NG G GG G+ 2o R o]

sehr leicht der Ausdruck:

do = +uy{gaf T (7o) T (£ @) dadu,
welcher durch Einfihrung des Krimmungshalbmessers ¢ der Wendungscurve
die Form annimmt:

do — _tudedu

Daher wird:

und folglich:
(10.) T — 1 “ fodo *® du

p—i @, 0 —0 et '

Aus (5.) und (3.) folgt:
= (a—ga—ugaf+ (b —ypo—uyaf+ (¢ — zo — uga).
Setzt man daher:
a1y @O —ye o —gef =&
(a—ga)g'a+-(b—ya)Yat (e—xa) o = m,
so dafs / den Leitstrahl von einem Punkte (¢c, wea, yo) der Wendungscurve

nach (a,b,c), und m die Projection desselben auf die zugehorige Tangente
bedeutet, so wird:

r’=10—2mu-+w=1"—m+} (u—m),
also, wenn / r—?_‘—l durch U bezeichnet wird:

-0

© d
U — " p___10
= [Pt )] 2
Durch die Substitution:
u = m+| (> —m)tv
folgt hieraus:
-2 po — P e
U=(12—m2)1 2/ ____i‘f__’_)___l_ — 2(12__".2)1 Z/ J?—T'
—o (10?7 0 (1+vs)"‘-f‘
Man sieht jetzt beilaufig, dafs p=>2 sein mufs, damit ¥ und folglich 7' nicht
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unendlich werde. Setzt man v = w?, so erhilt man:

) d » -1y
2f — = ——w—*;ﬁ‘_—l) = (4, £—1)
Doty atettl

Q) 1*('-”- —1) /n r(-’z'- —1)

i) D
also ist:
o (£
U Oder/ ;Z‘tfl — }/ﬂ E’ii )(lg_mz)l‘%-
- 1"(_2_

Durch Einfihrung dieses Werthes in (10.) erhilt man, unter Bericksichtigung,
dafs: '
p—1 p—1\ p+1
(5 )_T<'2_)’
fair 7' den Ausdruck:
an'(— 1>/a,dafa @ )
21*(”_'“_

und wenn man diese Gleichung partiell nach @, b, ¢ differentiirt und bemerkt,
dafs nach (11.):

(12) T =

I : 0
%;’:2((5-—4)0&), —%—)——2mgoa, u. S. W.,
so ergeben sich fir die Attractionscomponenten die Formeln:
P
4 ;/nI'( )  do fo a——(pu-—m(p'u
= p+1 / ’
r(&) ' —m?
r
(13) (B = ’/n ( )/"*d“fa b— wa—mw’
(%= —m?
C — an‘( /“1dafw c-—xa—mxa
— — -—1 .
I'(p ) - 2)2

Die Grofsen unter den Integralzeichen haben eine einfache Bedeutung,
welche eine geomeirische Interpretation der gewonnenen Formeln gestattet.
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Es ist namlich (i — m®)* die Linge des Lothes, das man von (&, b, ¢) auf
die Tangente der Wendungscurve im Punkte (po, ywe, ye) fillt; es sind
ferner ¢o - mg'e, Yot my'a, yo-my'e die Coordinaten des Fufspunktes
dieses Lothes, und folglich ¢ — ot — m¢'a, b —ywo —my'a, ¢ — yo—my'a
die Projectionen desselben auf die Coordinatenaxen. Bezeichnet man daher
die Liange des Lothes mit » und durch 4, u, » die Winkel, welche es mit

| r(3)

den Axen bildet, und schreibt P statt des numerischen Factors —————,
T(PJH)

2
so wird:
[ uPdafoe 1
A = o -np__l-cosl,
u. s, w.

Also kann die Anziehung der abwickelbaren Fliache ersetzt werden durch
die Anziehung der Fufspunktencurve ihrer Wendungscurve fir den ange-
zogenen Punkt als Pol, vorausgesetzt dafs jedes do entsprechende Bogen-

Pdafe

element der Fufspunktencurve die Masse erhialt und den materiellen

Punkt umgekehrt proportional, nicht der p*", sondern der (p —1)*" Potenz
der Entfernung anzieht.

Auch die Art der Massenvertheilung auf der anziehenden Curve lifst
eine einfache geometrische Deutung zu. Trigt man namlich auf den Tan-
genten der Wendungscurve von den Beriihrungspunkten aus Sticke von der
constanten Linge P ab, so dafs die Endpunkte eine neue Curve auf der ab-
wickelbaren Fliache bestimmen, so enthilt der Streifen der Oberfliche, welcher
von zwei unendlich nahen Tangenten und den zugehdorigen Bogenelementen
der Wendungs- und der eben construirten Curve begrenzt wird, stets gerade
diejenige Masse, welche dem zwischen den beiden namlichen Tangenten ge-
legenen Bogenelemente der Fufspunktencurve mitzutheilen ist. Denn vermoge
(9.) ist die Masse jenes Streifens

— fdefe / Pdu =—_ Pdafe,
0 0

Ist p =< 2, so haben die angestellten Rechnungen keine Giltigkeit mehr.
Behandelt man aber in diesem Falle unmittelbar die Attractionscomponenten
auf dieselbe Weise, wie dies mit 7' geschah, so findet man ohne Mihe, dafs
sie noch durch die Formeln (13.) ausgedriickt werden, wenn p zwischen 2
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und 1 liegt, dafs sie dagegen unbestimmt oder unendlich grofs werden, wenn
p=1 ist

Fir p =2, d. h. fir den Fall des Newtonschen Altractionsgesetzes,
lehrt die Gleichung (12.), dafs das Potential der abwickelbaren Fliche un-
endlich grofs ist; fir die Componente A aber ergiebt sich aus (13.) der
endliche Werth:

k]

/“-da/a u—rpa—nnpa
= —2 *

—m?
und ahnliche fir B und C. Man sieht, dafs die Attractionscomponenten hier
die nach @, b, ¢ genommenen partiellen Differentialquotienten des Integrales

T = —f ‘d“/“log(ﬁ ")

L2
sind, und man iberzeugt sich leicht, dafs 7" aus 7' hervorgehi, wenn man
von 7' die Constante

‘/”T("g'—i)/‘a. do fo
atly ! e

subtrahirt und alsdann erst p =2 setat.

Um die fiir jede abwickelbare Fliche giltigen Formeln (13.) auf
Kegelflichen, fir welche die Wendungscurve sich auf einen Punkt reducirt,
anwenden zu konnen, setze man zunichst:

(pa=s€b%-, wa:e?’ﬁ:—, xa::eX—:—,

also:
o

' ) & ' ) & y &
o= ¢ — o= ¥ — o= X"'—
@ pa) (' s X rell

&
und darauf:

—-=ﬂ, 5=‘—0.

Alsdann gehen die Gleichungen (3.) iber in:
. (14) =ud'p, y=u¥'p, z2=uX'p
und stellen eine beliebige Kegelflaiche dar, deren Mittelpunkt im Anfangspunkte
liegt; es wird:
15) L — gy FEF BT X =%, fa=FHp,
16) P=da+b+c, m=adBLb¥ B+ cX'p,
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und die Gleichungen (13.) geben fir die Componenten der Anziehung, welche
ein zwischen zwei beliebigen Seitenlinien enthalienes Stick der Kegelfliche
ausiibt :

: ZCO NP dﬁFﬂ @
17) 4 = ! a—m®8.
( ) I’(Eﬂ) / 12— :)2
u. s. w.

Die Grofse ¢, welche jetzt die Entfernung des angezogenen Punktes vom
Anfangspunkte bedeutet, ist von 3 unabhingig, und es sind / und m homogene
Functionen des ersten Grades von @, & und ¢. Selzt man demnach:

' a=1cosd, b=1Isindcosu, ¢=Isinising,
so nehmen die Ausdricke fir die Attractionscomponenten die Form an:
L M C— N

4= Tp—1° = =1 = =1

worin L, M, N nur von A und u abhdngen, also fir Punkte auf derselben

durch den Ursprung gehenden Geraden constant sind. Daher gilt der Satz:
Die Anziehung der Kegelfliche auf verschiedene Punkte desselben vom

Ursprung ausgehenden Radiusvectors ist fir alle gleich gerichtet und der

(p—1) Potenz des Abstandes vom Mittelpunkte umgekehrt proportional.
Gilt das Newtonsche Anziehungsgesetz, so erhalt die nach dem Mittel-

punkt gerichtete Componente @ vermoge (17) den Werth:
b 2 dp’F
(18) Q@=—A4% B €5 =% /

Diese Componente ist also constant fiir alle glexch weit vom Mittel-
punkt entfernte Punkte, und fir Punkie, die ungleichen Abstand haben, diesem
Abstande umgekehrt proportional.

Wir betrachten noch besonders den sehr einfachen Fall, dafs der
Kegel ein Umdrehungskegel, dafs die Dichtigkeit fir alle Seitenlinien in
gleichem Abstand vom Mittelpunkte auch gleich grofs, und zwar im Abstand 1
gleich 1 ist, und dafs die Anziehung nach dem Newtonschen Geselze erfolgt.

Die X-Axe sei die Rotationsaxe des Kegels, ¢ der constante Winkel
derselben mit den Seitenlinien und 3 der Winkel, den die Projection einer
Seitenlinie auf die Ebene der YZ mit der Axe der Y bildet. Dann wird:

@D'3=cose, P'B=sinecosB, X'3=sinesinf,

—]1_5-==sins, FfB=1, f3,=0, p=2r p=2,
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und fir m erhalt man aus (16.), wenn:

(19) a=Ilcosd, b==lsindcosu, ¢=Isinksinu
und:

(20.)  cosicose4-sinisinecos(3 —u) = cos I
gesetzt wird:
(1) m = lcosI.
Durch Einfihrung dieser Werthe ergiebt sich aus (17.):

. 2sine/2”cosl-—cosecosﬂ
(22) 4= - LJ 1—cos* ¢ aps.

Dieser Ausdruck liafst sich darstellen in der Form:

. sine *27 cos €4 cos A / 2 cose — cos A
4= - l {/ 1+cosd d/J)——“ 1 —cosd ﬁ}

Substituirt man hierin fiir cos9 seinen Werth aus (20.) und setzt S—pu=2y,
so erhélt man nach einigen Umformungen:

A —_ .
_4sine{/3” cos4(A—e)cos (L&) dy /%n siny (A—e)sin § (A4-¢) dy :

l cos® L(A—e&)cos®y+tcos? § (A-+¢) sin®y sin®4(A—e)cos®y+-sin®4(A4-¢)siny) °
also ist:
o 4sm£ cos$ (A+e) sing(A4¢) |
4 = % o <c051}() —é) igfﬂ) arctg(sm A—é) fﬂ)%

Jeder der beiden Kreisbogen, deren Differenz in der Parenthese steht, erhilt
den Werth 4 i oder — i{n, je nachdem sein, in jedem Falle unendlich
grofses Argument positiv oder negativ ist. Nun kann man alle moglichen
Lagen des angezogenen Punktes erschopfen, wenn man u von O bis 27, 4
von O bis 47 und ! von — o bis oc variiren ldfst, und zwar wird der Punkt
aufserhalb oder innerhalb des Kegels liegen, je nachdem man i zwischen ¢
und }n oder zwischen O und ¢ wahlt. Demnach ist statt des ersten Kreis-
bogens offenbar stets s, statt des zweilen dagegen 4z fiir einen aufseren
und — 47 fir einen inneren Punkt zu setzen. Also hat man fir einen
dufsergn Punkt:

R3) 4=0,
und fir einen inneren Punki:
, - 4nsins_'
R¥) A=——

Um auch die beiden anderen Componenten der Anziehung zu berechnen, be-
nutzi man am einfachsten die Gleichungen:
. Aa+ Bb+Cec = — 4nsing,
(24') Bc—-Cb == O.,
32
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von denen die erste aus (18.), die zweite aber daraus folgt, dafs die Rich-
tung der Resultante die Axe des Kegels schneiden mufs. Mit Hilfe derselben
erhalt man fir einen aufserhalb gelegenen Punkt:

A =0,
- . b __ 4asinecosu
(25) B — —4usmem == ——l-gm—,
. . (4 ____Amsinesinp
1€ = —dsinegosr = ——q1

Die Anziehung ist also senkrecht nach der Axe hin gerichtet, und ihre In-
tensitat der Entfernung des angezogenen Punktes von der Axe umgekehrt
proportional.

Fir einen im Innern des Kegels befindlichen Punkt gelten dagegen
die Formeln:

4nsine
4= -7
47t sinsd 4dmsinetg L Acospu
(25') B = '—-l———— _ - D)
. (l+a) l
C — __Ansinee __ 4nsineigiising
(l+a) l

Die erste dieser Gleichungen zeigt, dafs die mit der Axe des Kegels parallele
Componente nach der Seite hin gerichtet ist, auf welcher der Mittelpunkt des
Kegels sich befindet. Die nach dem Mittelpunkt hin gerichtete Componente

hat nach (18.) den Werth —— 4”“‘6

Axe gerichteten. Bemerkt man noch, -dafs die Ebene dieser beiden Com-
ponenten auch die Resultante enthalt, so gelangt man zu der folgenden ein-
fachen Construction der Resultante fir einen innern Punkt:

Man ziehe von dem angezogenen Punkte eine Gerade nach dem Miitel-

punkte und eine andere parallel zur Axe, trage auf.ihnen gleiche Strecken
4nsine

l
dann wird die Resultante der Grofse und Richtung nach dargestellt durch die

Diagonale dieses Rhombus.

Die Richtung der Resultante halbirt folglich den spitzen Winkel, wel-
‘chen der Radiusvector nach dem Mittelpunkte und die Parallele zur Axe mit
einander bilden.

Fraustadt, im April 1860.

————, ist also gleich grofs mit der parallel zur

ab von der Linge und construire mit denselben einen Rhombus: als-




